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LOI NOI DAU

Ly thuyét nhém néi chung va cac p-nhém néi riéng c6 nhicu ap dung trong
Ly thuyét s6. Sé di nhu vay vi tap cac s6 nguyén Z v6i phép cong 13 mot nhom
giao hoan. Thuong ctia nhom (Z,+) cho cdc nhém con vo han ctia né sinh ra cac
nhém xyclic hitu han. Trong cac nhém thuong nay nhém Z, (hay Z/,Z) véi p la
s6 nguyen t6 dong mot vai tro dic biet quan trong trong 1y thuyét s6. C6 thé dua
vao Z, phép tinh nhan giita cac 16p dong du theo modun p mot cach ty nhien véi
phan tit don vi 1a 16p dong du 1(mod p) vd moi 16p dong du khac 0(mod p) déu
c6 nghich dao trong Z,. V6i hai phép tinh cong va nhan dugc dinh nghia, tap Z,
trd thanh mot truong hitu han v6i p phan ti, tap cac phan tit khac 0 ctia n6 duge
ky hiéu la Z; . Nho cac dic diém vita néu, tap Z,, tré thanh mot cong cu manh dé

chting minh nhiéu sy kién vé tinh chia hét trong Ly thuyét so.

Luan van “p-nhém va tdng dung trong ly thuyét s6’ gdm hai chuong.
Chuong I véi tieu dé Ly thuyét cic p-nhém trinh bay so luge vé Ly thuyét
nhom, khai niem p-nhém, tac dung ctia mot nhém lén mot tap va cac dinh 1y ve
p-nhém con Sylow. Két qua quan trong nhat ciia chuong nay la cong thic vé cac
G-quy dao trong mot G-tap, duge ap dung nhiéu & chuong II. Chuong II véi tieu
déd Ung dung 1y thuyét cac p-nhém trong 1y thuyét sb trinh bay ching minh
cac dinh Ij: Fermat bé, Wilson, Lucas, Dinh 1§ Fermat vé tong hai binh phuong,
ky hiéu Legendre va luat tuong ho bac hai. Dinh 1§ Fermat bé va hé qua cliia no
13 Dinh 1y Wilson dugc st dung trong tat ci cac chiing minh ctia cac dinh 1y ké
trén (trit Dinh 1y Lucas). Tac gia trinh bay ching minh Dinh 1y Fermat bé dua
tren Bo dé Burnside. Khi ap dung cong thiic trong bo dé Burnside cho p-nhém
ta thu dugc dinh Iy Fermat bé. Viec ap dung dude tién hanh thong qua mot heé
qua ctia B6 dé Burnside (Ménh dé 2.1.4). Chiing minh Dinh Iy Lucas dga trén
cong thitc Ck = O(modp) khi 1 < k < p" — 1, p la s6 nguyen t6, r la so nguyen

duong va khai trién nhi thitc Newton trong trudng dic sé6 p. Cong thiic vita néu



dudc chiing minh duya trén cong thiic ve cac quy dao ap dung cho p-nhém cé cap p".

Tu lieu duge st dung trong luan van nay dugce trich tir cac tai lieu tham khao
[1-7].
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Chuong 1

Ly thuyét cac p-nhém

1.1 Nhoém, dong cau va dang cau nhém

Dinh nghia 1.1.1: Mot tap hop khéac rong G véi mot luat hgp thanh trong viét
theo 161 nhan dugc goi 1a mot nhém néu cac tinh chat sau duge théa méan:

i) (ab)ec = a(be) v6i moi a,b,c € G ;

ii) Je € G ¢6 tinh chat: ae = ea = a v6i moi a € G;

iii) Véi mdi a € G, ton tai phan tit ’ € G ¢6 tinh chat: aa’ = a’a = e.

Tinh chat i) goi 1a tinh chat két hop. Phan tit e trong tinh chat ii) duge goi 1a
phan t1t trung hoa ctia G (khi luat hgp thanh duge viét theo 16i nhan ta ciing goi
e 1a phan ti don vi ctia G, phan tit trung hoa ctia nhém véi luat hop thanh viét
theo 16i cong thuong dugce ky hieu 1a 0). Phan tit a’ trong tinh chat iii) duge goi
1a phan tit nghich ddo ctia a khi luat hop thanh trong trén G dudc viét theo 16i
nhan va goi 1a phan tit déi ctia a khi luat hgp thanh trong tréen G dugc viét theo
16 cong. Thém nita, v6i mdi a € G phan tit nghich dio (tuong ting, phan tit doi)

ciia n6 la duy nhat va duge ky hiéu béi a~! (tuong ting,—a ).

Cac nhém c¢6 s6 phan tit hitu han duge goi 14 cac nhém hitu han. S6 phan ti

ctia mot nhom G duge goi 1a cap cia G, ky hieu bdi |G].
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Vi du vé nhém: Cac tap sau day cling véi cac luat hop thanh trong duge chi ra

la cadc nhom:

- Tap hop cac sé thuc duong R véi luat hop thanh trong la phép nhan
thong thudng. Phan tit don vi la 1, nghich ddo cia s6 duong z 1a 27 = 1. Ta ky

hi¢u nhém nay bsi (R",.)

- Tap hgp cac s6 nguyén Z véi luat hop thanh trong 13 phép cong thong
thuong. Phan t1t trung hoa 1 s6 0. Phan tit d6i ciia s6 nguyén n 1a sé nguyéen -n.

Ta ky hiéu nhém nay béi ky hieu (Z,+).

- Tap hop cac ma tran vuong thuyc cap n cé dinh thic khac 0 véi luat hop
thanh trong 1a phép nhan ma tran. Phan t don vi 1a ma tran don vi cap n. Nghich
d4o clia ma tran vuong A la ma tran nghich ddo A=!'. Ta ky hiéu nhém nay bdi

GL(n,R).

-Tap hop cac song anh tit mot tap S khac rong tuy ¥ 1én chinh né véi luat hop
thanh trong 13 phép hop cac anh xa 13 mot nhém goi 14 nhom cac phép thé clia S,
ky hieu 1a P(S). Phan ti don vi la 4nh xa dong nhat. Nghich ddo ctia song anh f 1a

anh xa ngudc ciané f~1. Mdi song anh tir S lén chinh né goi 14 mot phép thé cia S.

Dinh nghia 1.1.2: Cho G va G’ 13 hai nhém v6i luat hgp thanh trong dugc viét
theo 161 nhan. Mot anh xa h tit G vao G’ thda man tinh chat: h(ab) = h(a)h(b)véi

moi a,b €G dude goi 1a mot dong cau nhom tit G vao G’

Mot dong cau nhém tit G vao G’ dong thoi 1a mot don anh dude goi 1a mot
don cau; mot dong cau nhém tit G vao G’ dong thoi 14 mot toan anh goi 14 mot

toan cau; mot dong cau nhém tit G vao G’ dong thoi 13 mot song anh goi la
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mot dang cau. Néu c¢6 mot ding cau nhém tit G vao G thi nhom G goi la dang
cau v6i nhom G’, hay G va G’ déng cau véi nhau, ky hicu GaG’. Néu j 1a mot
déng cau nhom tit G len G’ thi anh xa ngudce j~! 1a mot dang cau nhém tit G’ len

G. Néu G 1a mot nhém hitu han va GaG’ thi G’ ciing 1A nhém hitu han va |G|=|G| .

1.2 Nho6ém giao hoan va nhém xyclic

Dinh nghia 1.2.1: Nhém (G, %) duge goi la nhém giao hodn (hay nhém Abel)

néu axb=Dbxa véi moi a,beG.

Cac nhém (R7,.), (Z,+), (R,+), Ia cac nhém giao hoan. Nhém GL(n, R) 1a

nhém khong giao hoan. Nhém P(S) khong giao hoan néu S ¢6 tit 3 phan tit tré len.

Dinh nghia 1.2.2: Nhom (G,.) duge goi 1a nhoém xyclic néu ton tai phan ti a
thuoc G sao cho néu b thudc G thi ton tai s6 nguyén k sao cho b = ¢*. Phan ti a

khi d6 dugc goi 1a phan t1t sinh ctia nhém xyclic G.

- Nhém (Z,+) 13 nhém xyclic véi phan ti sinh 1a 1.

- bat S= {1, —-1}. Luat hgp thanh trong S 1a phép nhan thong thuong. Khi

d6 (S,.) 1a mot nhéom xyclic v6i phan t1t don vi la 1, phan tif sinh 13 -1.

- Gia stt d 14 mot s6 nguyen duong > 1 . Véi moi s6 nguyén r thoa man 0 < r
< d-1 ta ky hiéu n = r(modd) néu c6 s6 nguyen k sao cho n = kd+r. Nhu vay, vé6i
s6 nguyén n bat ky ta sé c6 n = r(modd) v6i mot s6 nguyen r nao dé théa man 0 <
r < d-1.V6i hai s6 nguyén m, n da cho, néu m — n = 0(modd) ta viét m = n(modd)

va néi m, n thuoc vao ciing mot 16p dong du theo modun d. V6i mdi s6 nguyén n



ta ky hieu 7 1a tap tat cd cac s6 nguyén m théa man m = n(modd) va goi @ 14 mot
16p dong du theo modun d. Tap cac s6 nguyén Z duge phan hoach thanh d 16p
dong du theo modun d 13 0,1, ...,d — 1. Mot phan t1t ctia 16p dong du 7 duge goi 1a

mot dai dién ctia n6. Ta co cac tinh chat sau:
i) m = n(mod d)&m’ = n’(mod d) = m +m’ = n + n’(mod d);
ii) m = n(mod d)&m’ = n’(mod d) = mm’ = nn/(mod d)

Ky hieu Z, = {0,1,....d — 1} la tap céc 16p dong du theo modun d. Tren Z, ta c6

thé dinh nghia hai phép tinh cong va nhan theo quy téc sau:

r+s=r-+s, T.S5=TS

Khi d6 nhém (Z4,+)la nhém xyclic v6i phan tit sinh 1a T, phan tit trung hoa
1a 0 . Cap clia nhom (Zg,+) la d. Ky hieu Zy = {1,...,d — 1}, néu d la s6 nguyen
t6 thi luat nhan dinh nghia & trén 13 mot luat hop thanh trong ctia Z), v6i luat
hgp thanh nhan nay Z;; 1a mot nhom xyclic v6i phan tit don vi 1a T. Chiing minh
khang dinh nay (sé dugc trinh bay & chuong sau) la mot trong cac ting dung ciia

ly thuyét cac p-nhom.

1.3 Nhoém con va nhém con chuan tac

Dinh nghia 1.3.1: Cho (G,*) la mot nhom va H 1a mot tap con khac rong ctia G.
Néu luat hgp thanh trong * thu hep tréen H bién H thanh mot nhém thi H duge

goi la mot nhom con cia G.

Meénh dé 1.3.1: i) Dé tap con khac rdng H ctia nhém (G,*) 13 mot nhém con ciia

G diéu kien can va di 1 véi moi phan ti a, b thuoc H ta c¢6 a b thuoc H va a*



thuoc H;

ii) Giao cia mot ho tuy ¥ cdc nhém con cua G 1a mot nhéom con ctia G.

Vi duy:- Nhém (Z,+) 1a nhom con ctia nhom (R,+). Nhém (R*,.) 14 nhém con
ctia nhém (R, .), trong d6 R* 1a tap céac sd thuc khac 0.

Gia st H 1a mot nhém con ctia nhom G véi luat hop thanh trong viét theo
16i nhan, x 14 mot phan ti cia G. Tap tat ca cac phan tit cia G ¢6 dang xy véi y
1a mot phan tt cia H dugce ky hieu 1a xH va dude goi 1a mot 16p ghép trai theo H
trong G. Hai 16p ghép trai theo H trong G hodc la triing nhau hoiic 1 c6 giao bang
rong. Thuyc vay, trude hét ta nhan xét rang néu u 1a phan ti ctia H thi uH=H. Néu
xH va x’H ¢6 phan tit chung 1a z thi ¢6 cac phan tit y va y’ thuoe H sao cho z = xy
= xy’. Suy ra 2’ = zyy’ ! = 2u véi u = yy'~! thuoc H vd x’H=(xu)H=x(uH)=xH.
Vay G dugc phan hoach thanh cac 16p ghép trai theo H trong G. Dé thiay anh xa
xu — yu la mot song anh tir 16p ghép trai xH len 16p ghép trai yH. Do do, néu G
1a nhom hitu han thi cap ciia G chia hét cho cap ctia nhém con H bat k¥ ctia no,
nghia la |G|:|H| 1a mot s6 nguyén duong, hay [H| 1a mot uée s6 cia |G|. Luc lugng
clia tap cac 16p ghép trai theo H trong G goi la chi s6 ctia nhém H trong G va
ky hieu béi |G:H|. Néu |G| httu han thi |G:H|=|G|:|H| hay |G|=[H| |G:H]|. Cac 16p
ghép phai theo H trong G dugc dinh nghia tuong tu va G cing duge phan hoach

bédi céc 16p ghép phai trong G. Néu H 134 nhém con ctia nhém khong giao hoan G
thi xH va Hx c6 thé khac nhau, nhung c6 mot song anh tit tap cac l6p ghép trai

theo H lén tap cac 16p ghép phai theo H cho bdi tuong ting xH — Hx.

Dinh nghia 1.3.2: Nhém con H ctia nhém G véi luat hgp thanh trong viét theo

161 nhan dugc goi 1a nhom con chuan tic cia G néu xH=Hx véi moi x thudc G.

Ding thic xH=Hx tuong duong véi tHz—' = H. Ding ménh dé 1.3.1 dé chiing



